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Introducao

e O que os seguintes objetos tém em comum?
— um grupo de pessoas
— um rebanho de animais
— um buqué de flores
— uma duzia de ovos

e Conjunto: colecao de objetos bem definidos, denominados elementos ou

membros do conjunto.
— As palavras “conjunto” e “elementos” sao termos indefinidos da teoria dos

conjuntos.

e Teoria dos conjuntos: base do pensamento matematico.
— Todos objetos matematicos podem ser definidos em termos de conjuntos.
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Introducao

e Notacao:
Seja S um conjunto e a um elemento de S.
— a € S:apertencea S
— a € S: anao pertencea S

e Axioma da extensao:
— Um conjunto € completamente determinado pelos seus elementos.

— A ordem na qual os elementos sao listados ¢ irrelevante.
— Elementos podem aparecer mais de uma vez no conjunto.
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Formas de definir um conjunto

e Listar seus elementos entre chaves:
— {Ana, Roberto, Carlos}
— {Roberto, Carlos, Ana}
— {Roberto, Roberto, Ana, Carlos, Ana}

e Especificar uma propriedade que define um conjunto, como S =
{z|P(z)}:
- {reZl—-2<x <5}
—{reR|—2<z <5}
-» P(x) ndo pode ser uma propriedade qualquer.
Exemplo:
S = {A|Aéumconjuntoe A ¢ A}; S € S? [Paradoxo de Russell

e Usar uma definicao recursiva:

) 1eA
sexrceAex+2<10,entaoz+2€ A
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Formas de definir um conjunto

e Usar operacoes sobre conjuntos para criar novos conjuntos:
- 5=1{1,3,5,7,9} UP

e Especificar uma funcao caracteristica:
B (z) = k paraxr=1,3,5,7,9
HAYE) =1 0 caso contrario

=> Nem sempre é possivel utilizar todos os tipos de definicao:

Exemplo: S={zcR|0<z <1}
Nao é possivel definir S listando os elementos.
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Relacoes entre conjuntos: Subconjuntos

Definicdo: Se A e B sio conjuntos, A é chamado subconjunto de B, escrito
A C B, sse cada elemento de A também é um elemento de B.

Simbolicamente:

ACB<&Vx, sex € Aentaox € B.

e As frases “A esta contido em B” e “B contém A” sao formas alternativas de
dizer que A € um subconjunto de B.
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Relacoes entre conjuntos:
Subconjunto proprio

e Definicao: Se A e B sao conjuntos, A é subconjunto proprio de B sse cada
elemento de A esta em B mas existe pelo menos um elemento de B que nao

esta em A.

e Simbolicamente:
ACB&< ACBeA#B.
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Relagoes entre conjuntos:
Diagramas de Venn

e Se 0s conjuntos A e B forem representados por regidoes no plano, relagoes
entre A e B podem ser representadas por desenhos chamados de Diagra-
mas de Venn.

e Exemplo1:|A C B.

(a) s
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Relagoes entre conjuntos:
Diagramas de Venn

e Exemplo2:|A ¢ B.

DO ©

UFMG/ICEXx/DCC MD e Teoria dos Conjuntos



Relacoes entre conjuntos:
Igualdade

e Definicao:
Dados os conjuntos A e B, A = B sse cada elemento de A esta em B e
cada elemento de B esta em A.

e Simbolicamente:
A=B< AC Be B C A.
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Operacoes sobre conjuntos

Sejam A e B subconjuntos do conjunto universal U.

e Unido: AUB={zcUlrec Aouzx € B}

e Interseccdo: ANB={xcUlre€ Aex € B}

Notagcdo: A; NA>N...NA, =N A;

1

e Diferenca: B—A={xcUlrc Bexz ¢ A}

e Complemento: A= {zx c Ulx ¢ A}
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Tuplas ordenadas

e Seja n um inteiro positivo e seja 1, xo, ..., xn UMa sequéncia de elementos
nao necessariamente distintos.

e A n-tupla ordenada, (z1,zo,...,zn), consiste de:
— elementos da sequéncia, i.e., x1,x>,...,Tn, €
— a ordem desses elementos na sequéncia, i.e., 1 € 0 primeiro elemento, x>
0 segundo, etc.

e Exemplos:
— Uma 2-tupla ordenada € chamada de “par ordenado”.
— Uma 3-tupla ordenada € chamada de “tripla ordenada”.

e Duas n-tuplas ordenadas (x1, =2, ..., xn) € (y1, Yo, ..., yn) SA0 iguais sse
r; =1y, parar=1...n.
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Produto Cartesiano

e Dado dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, denotado A x B,
é o conjunto de todos os pares ordenados (a,b),ondea € Aeb e B.
— Notacdo: A x B = {(a,b)|la € Aebe B}

e Dado os conjuntos A1, A»s, ..., An, 0 produto cartesiano de Ay, Ao, ..., Ap,
denotado A1 x A> X ... X Ap, € 0 conjunto de todas n-tuplas ordenadas
(a1,a2,...,an),0ndea; € A;parai =1...n.

— Notacao:

A1 X Ao X ... X Ap =
{(a1,ao,...,an)|a; € A;parai=1...n}
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Propriedades de subconjuntos

e Inclusao da interseccao: para todos conjuntos A e B.
—ANBCA
- ANBCB

e Inclusao na unido: para todos conjuntos A e B.
- ACAUB
- BCAUB

e Propriedade transitiva dos subconjuntos: para todos conjuntos A, B e C.
—seACBeBCCentaoACC
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Identidades de conjuntos

Sejam todos o0s conjuntos abaixo subconjuntos do conjunto universal U.

e Comutatividade:

ANB=BNA

AUB=BUA

e Associatividade:

(ANB)NC=AnNn(BnNQC)

(AuUB)UC =AU (BUC(C)

e Distributividade:

AUu(BnNQC) =
(AUB)N(AUCQC)

AN(BUCQC) =
(ANB)U(ANCQC)

e Interseccao com U:

ANU = A

e Uniao com U:

AU =U
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Identidades de conjuntos

e Complemento duplo:

(A = A

e |dempoténcia:

ANA=A

AUA=A

e De Morgan:

(AN B)¢ = AU B¢

(AU B)¢ = A°n B¢

A—(BNCQC) =
(A—B)U(A—-0C)

A—(BUCQC) =
(A—B)Nn(A-C)

e Absorcao:

AN(AuB)=A

AU(ANB)=A

Representacao alternativa para diferenca de conjuntos:

A—B=AnNBKB"
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Teorema sobre conjunto vazio

Teorema: Um conjunto com nenhum elemento € um subconjunto de cada con-
junto. Em outras palavras, se () € um conjunto com nenhum elemento e A é um
conjunto qualquer, entdo () C A.

Prova (por contradicao):
e Suponha que ndo. Suponha que exista um conjunto ) com nenhum elemento
e um conjunto A tal que ) € A. [Deve-se deduzir uma contradic&o.]

e Neste caso, deve haver um elemento de () que ndo é um elemento de A [pela
definicdo de subconjunto]. Mas ndo pode haver tal elemento ja que () nio tem
nenhum elemento. Isto € uma contradicao.

A suposicao que existem conjuntos () e A, onde () ndo tem nenhum elemento
e)Z AéFeoteoremaé V.
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Teorema sobre conjunto vazio

e Corolario: Existe somente um conjunto com nenhum elemento.

Prova:

— Suponha que 07 e 0> sao conjuntos com nenhum elemento. Pelo teorema
acima, 01 C (- ja que 01 ndo tem nenhum elemento. Da mesma forma,
0> C 04 ja que 0> ndo tem nenhum elemento. Logo, (1 = 0> pela definicao
de igualdade de conjuntos.

e Definicao: o conjunto unico com nenhum elemento é chamado de conjunto
vazio e é denotado pelo simbolo 0.
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Propriedades de conjuntos que envolvem ()
Sejam todos o0s conjuntos abaixo subconjuntos do conjunto universal U.

e Unidao com 0:

AUufd= A

e Interseccao e uniao com o complemento:

AN A= AUAC=U

e Interseccao com ():

ANP =0

e Complementos de U e 0:

Uc=10 Dc=U
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Particoes de conjuntos

e Definicao: Dois conjuntos sao chamados disjuntos sse eles nao tém nenhum
elemento em comum.

e Simbolicamente,

A e Bsaodisjuntos & ANB =10

e Proposicao: Dados dois conjuntos A e B, (A — B) e B sao disjuntos.

Prova (por contradicao):
— Suponha que ndo. Suponha que existam conjuntos A e B tais que (A —

B) e B nao sejam disjuntos. [Deve-se deduzir uma contradic&o.]

— Neste caso, (A — B) N B #= () e, desta forma, existe um elemento x em
(A — B) N B. Pela definicao de intersecgcdo, r € (A—B) ex € Bejaque
que =z € (A — B), pela definicdo de diferenca, € A e = ¢ B. Acabou-se
de mostrar que x € B e x ¢ B, 0 que é uma contradicao.

A suposicao que existem conjuntos A e B tais que (A — B) € B nao sao
disjuntos € F e a proposicao e V.
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Particoes de conjuntos

e Definicao (conjuntos mutuamente disjuntos): Conjuntos A1, Ao, ..., Ay Sa0
mutuamente disjuntos (ou disjuntos par-a-par ou sem sobreposicao) sse A; N
Ajparatodosi,j =1,2,...,nei#* j,i.e, A;NB; =0.

e Definicao (particdo): Uma colecao de conjuntos nao vazios {Aq, Ao, ..., An}
é uma particao do conjunto A sse
1. A=A UAU...UA,
2. Ay, Ao, ..., Ay sao mutuamente disjuntos
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Conjunto potencia

e Definicao (conjunto poténcia): Dado um conjunto A, o conjunto poténcia de
A, denotado por P(A), é o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Ache o conjunto poténcia do conjunto {z, y}.

P({z,y}) = {0, {z}, {y}, {z, y}}.

Teorema: Para todos conjuntos A e B,se A C B entdo P(A) C P(B).

Prova:
— Suponha que A e B sao conjuntos tais que A C B. [Deve-se mostrar que

P(A) C P(B)].

— Suponha que X C P(A). [Deve-se mostrar que X C P(B)]. Ja que
X C P(A) entdo X C A pela definicdo de conjunto poténcia. Mas como
A C B, temos que X C B pela propriedade transitiva dos subconjuntos.
Conclui-se entdo que X C P(B) [o que devia ser mostrado].

.. P(A) C P(B) pela definicao de subconjunto.
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Conjunto potencia

Teorema: Para todos inteiros n > 0O, se um conjunto X tem n elementos entao
P(X) tem 2" elementos.

Prova (por inducdo matematica): Considere a propriedade “Qualquer conjunto
com n elementos tem 2™ elementos.

Passo base: Para n = 0 tem-se 2° = 1 subconjunto. O Gnico conjunto com
zero elementos € 0 conjunto vazio que so tem um subconjunto que é ele proprio.
Logo, a propriedade € verdadeira paran = 0.
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Conjunto potencia

Passo indutivo: se a férmula é verdadeira para n = k entao deve ser verdadeiraparan = k1.

(@) Seja k > 0 e suponha que qualquer conjunto com k elementos tem 2* subconjuntos.
[hipotese indutiva]

(b) Deve-se mostrar que qualquer conjunto com k + 1 elementos tem 2*+1 subconjuntos.

Seja X um conjunto com k 4+ 1 elementos e escolha um elemento z em X.

Observe que qualquer subconjunto de X ou contém z ou n&o contém.

Além disso, qualquer subconjunto de X que ndo contém z € um subconjunto de X —{z}.
E qualquer subconjunto A de X — {z} pode ser associado com um subconjunto B, igual
a AU {z}, de X que contém z.

Consequentemente, existem tantos subconjuntos de X que contém z como 0s que hao
contém, e assim existem duas vezes tantos subconjuntos de X quanto existem subcon-
juntos de X — {z}.

Mas como X — {z} tem k elementos e como o numero de subconjuntos de X — {z} é
2% temos que o nimero de subconjuntos de X é duas vezes o nimero de subconjuntos
de X — {2}, ou seja, 2 - 2F = 2*+1 [O que devia ser provado]
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